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Amb aquesta publicació, dirigida als meus estudiants de 
l'assignatura de Matemàtiques l dels graus d'Economia, 
Administració i Direcció d'Empreses i Finances i Comptabilitat, 
voldria donar-los uns apunts que els puguin ajudar a seguir millor 
l'assignatura. Tal com ja s'expressa al títol es tracta d'uns apunts 
i, per tant, són bastant esquemàtics i dirigits als estudiants que 
assisteixen regularment a classe. Amb aquest material voldria 
cobrir dos objectius principals. En primer lloc, permetre als 
estudiants venir a classe havent llegit prèviament el que s'explicarà 
a la classe seguent i així poder seguir millor les explicacions. En 
segon lloc, donar més temps als alumnes durant la classe per poder 
escoltar la professora i ampliar aquests apunts amb les explicacions 
de classe, altres exemples i ampliacions. 


Espero que aquest material compleixi els objectius indicats i pugui 


ser útil als meus alumnes. 
Cori Vilella Bach 
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Part l: Àlgebra lineal 


Introducció 


Considereu el seguent sistema d'equacions lineals 


2x—y—Il 

x—3y—0 
I ei . 2 —1). 1 
Si escrivim la matriu A — (4 ie vector 6 (g J. 


podem escriure el sistema inicial com a Ax — b. Per tant, l'estudi 
de les matrius es pot explicar com a un mètode per resoldre 
sistemes d'equacions lineals. 
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Tema 1: MATRIUS Il DETERMINANTS 


Definició 


Definició: Una matriu Amsxn és una caixa de nombres reals 
ordenats en m files i n columnes. Escriurem: 


a11 12 '''òoO din 

d21 22 '''òoO'd2n 
A-— 

ami dadm2 '''óO amn 


Exemple: 


Ertara () 


Notació: Mmsxn denota el conjunt de totes las matrius de m files i 
n columnes. 
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I Àlgebra matricial 


Definició: Sigui A € Mmxn. La matriu que resulta d'intercanviar 


les files per les columnes de A, que denotem per 
matriu transposada. 


At, s'anomena 


Definició: Si m — n, direm que la matriu és quadrada. 


Definició: Siguin A, B € Mmxn. Llavors els elements c,, de la 


matriu C — A £ B es defineixen com a cj — aj d 


Definició: Sigui A € Mmsxn. Sigui À € R. Llavors 
de la matriu C — À - A es defineixen com a cj — 


, els elements cj, 
Àaj. 


Observació: El conjunt (Mmxn, Y,:) és un espai vectorial de 


dimensió m X n. 
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1.1 Àlgebra matricial 


Definició: Sigui A € Mmxn i Sigui B € Mnxs (és a dir, A té tantes 
columnes com files té B). Llavors podem considerar C — AB 
(però, òbviament, no necesàriament BA) i els elements c,j de la 
matriu C es defineixen com a 


n 
Cij — 1 ai Dj 
h—1 
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1.1 Àlgebra matricial 


Exemple: 


ixi-F2x(—-1)tOxi-s—l 1x2F-2x1F0x0-—4 
3xib-oOx(—-I)Fixi-4 3x2F0xiPb-ix0-—6 
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1.2. Determinant d'una matriu 


Definició: Sigui A € Mnxn Una matriu quadrada. El determinant 
de A, que denotem per det(A) o per JAl, es defineix de la seguent 
forma: 


e Si n — 1, llavors det(A) — lal — a 


e Si n — 2, llavors 


det(A) — Ú — ad — cb 


a b 
c d 


e Si n-— 3 (regla de Sarrus), llavors 


a b 
det(A)— ) d e — ael H- bfg 4 hde — (ceg Y bdi Y- hfa) 
g h 


— RQ 
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1.2 Determinant d'una matriu 


e Si n X 3, llavors (per exemple) 


a11 a12 Gi a1n 
ai 82a eo 8n ds 
det(4) — . I i h — (—1) an X 
ani an2 ann 
a22 a23 des a2n a12 a13 des a1n 
a32. 8383 eo 83n qui 222 223 ve aon 
Fet) su 
an2. ans i ann A(n—1)2 —/ A(n—N3 — 'Ò a(n—1)n 
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1.2 Determinant d'una matriu. Propietats 


Sigui A € Man. 
o JA) — JA 
e Si una fila (o columna) de A té tots els elements nuls, llavors 
4-0 


e Siguin ai 8 escalars. 


au TA aa Jo l am 2812 a a12 
am TH 8 ao ao1 229 8 ap 
e Sigui a un escalar. 
aa a2 Jo a11 d12 
aap1 829 221 822 
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1.2. Determinant d'una matriu. Propietats 


e Si a una fila (o columna) de A li sumem una combinació lineal 
de les altres files (o columnes), el determinant no varia. 


i 03 6—14F243 2 3 
4 5 6(5J152445-76 5 6 
7 8 9 24— 714849 8 9 
És a dir (6, 15,24) — (1,4, 7) 4-1 x (2,5,8) "1 x (3,6,9) 


e Si dues files (o columnes) de A són proporcionals, llavors 
4-0 
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1.3 Rang d'una matriu (menors) 


Definició: Sigui A € Mmsxn. Anomenem menor d'ordre R el 
determinant A x A (amb A £ minfm, nt) de qualsevol submatriu 
que resulti de prendre A files i A columnes de A. 


12 3 4 
Exemple: Sigui A— (5 6 7 8 
9 10 11 12 


e Menors d'ordre 1: 1,2,3,4,5,6,/,8,9,10,11,12. 


e Menors d'ordre 2: 


L 2 
56 (7 8 — ls le 
9 1 
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1.3 Rang d'una matriu (menors) 


e Menors d'ordre 2: 


1 2 3 4 
BE 6 T 8 -14 els 
9 10 11 12 
e Menors d'ordre 3: 
I 2 3 4 1 2 4 
5 6 7 8 — 15 6 8 1— 690 
9 10 11 12 9 10 12 


e Menors d'ordre 4: No n'hi ha. 
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1.3 Rang d'una matriu 


Definició: Sigui A € Mmxn. Anomenem rang de A, i denotem per 
Rg(A), a l'ordre del menor més gran no nul. 


1 2 3 4 
Exemple: Sigui A— fl —2. —4 3 1 
IL 2 38 0 
e Ordre 4: No n'hi ha. Rg(A) € 4 
e Ordre 3: 
2 3 4 
—4A 3 12-20 
2 3 0 


Rg(A) X 3 i Rg(A) 2 4, per tant, Rg(A) — 3 
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1.3 Rang d'una matriu 


da 
Exemple (amb paràmetres): Sigui A — l 4 6 / . Calculeu 
a 1 


Rg(A) en funció del paràmetre a € R. 
e Sabem que 1 £ Rg(A) £ 2 
e Ordre 1: 2 £ 0. Rg(A) 21 
e Ordre 2: 


23 
4 6 


- 3 ebr2-3a 1 
a 1 a 


Si a £ 2/3, llavors Rg(A) — 2 
Si a — 2/3, llavors Rg(A) — 1 
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1.4 Matriu inversa 


Definició: Sigui A € Mnxn una matriu quadrada no singular (és a 
dir, amb determinant diferent de zero). Anomenarem matriu 
inversa de A la matriu A71 tal que 


AA TS AA — da 


on Id és la matriu identitat (és a dir, aj, — 1 per a tot i, i 
aj — 0, i £h. 


Definició: Sigui A € Mnsen Una matriu quadrada. Anomenarem 
matriu adjunta, i denotem per Adj(A), la matriu 


An Aro eo Am 

Mn de So der 
Ada DO 7 

An An2 mas Ann 


on Aj és el resultat de multiplicar el menor que s'obté d'eliminar la 
fila i i la columna j, de la matriu A, per (—1)'H 


1.4 Matriu inversa 


1 O 1 
Exemple: Sigui A— l O 1 1 
12 OQ 
11 
e Au — (De 2 Q Ú — —2 
01 
— (113 el 
o A13 i 1) 12 Ú 1 
pt 
J Aso — (1) 10 Ú ——l 
1 0 
o 43 — (es 1 2 Ú — —2 
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1.4 Matriu inversa 


Teorema: Sigui A € Mnxn no singular. Llavors 


1 
AE — a AdI(A)" 
aa NN 
101 
Exemple: Sigui A— l 0 1 1 
i 2/0 
Llavors 
9: del 1 2 DB osd 
Adj(AY — (OO 1 —l —I i Ai —Il 1 —1 -I 
sn n o CE dE 


Exercici: Comproveu que efectivament AA71 — Id. 
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Tema 2: SISTEMES D'EQUACIONS LINEALS 


2.1 Definició 


Recordem que un sistema lineal d'equacions s'escriu: 


a1X1 H a10Xo F ...amxn FS Bb 
a21X1 H 802Xo TF... aonxn FS bo 
amiXi TH amoXo F ... AmnXna SO Pm 


Que ara podem escriure de forma simplificada (notació matricial) 
com a Ax — b, on 


a11 a12 ''7 a1n b 
1 XI 
221 a22 ad2n : : 
A Fr . , b - h , xX— 3 
Dm Xn 
ami dm2 "0 amn 


Observació:ji Es possible conèixer les solucions del sistema 
d'equacions (o almenys saber si té solució, i quantes) en termes de 
Ai b2 
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2.1 Definició 


Un sistema d'equacions lineals s'escriu: 


ai €d12 OO din A 
XI 1 
a21 a22 d2n h 
Xn bm 
ami dadm2 '''óO amn 


o, Ax — b 

A és la matriu del sistema, b són els térmes independents, i x són 
les incògnites. 

A més, la matriu A, que es defineix afegint a la matriu A la 
columna b, s'anomena matriu ampliada del sistema, és a dir: 


am 812 o din Di 
- 201 802 eo don Do 
A— 

ami dadm2 ''' Amn Ba 
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2.2 Classificació dels sistemes 


e Sistema compatible (té solució). 


e Compatible determinat (té solució única). 
e Compatible indeterminat(té infinites solucions). 


e Sistema incompatible (no té solució). 
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2.3 Resolució de sistemes. Teorema de 


Rouché—Frobenious 


Teorema: Sigui Ax — b un sistema d'equacions lineals, on 
A € Mmxn, b€ RV, ix € R". 


e Si Rg(A) — Rg(A), el sistema és compatible. A més, 
o Si Re(A) — Re8(A) — n, el sistema és compatible determinat. 
o Si Rg(A) — Rg(A) € n, el sistema és compatible indeterminat. 


Direm que n— Rg(A) és el grau de llibertat. 


e Si Rg(A) € Rg(A), el sistema és incompatible. 
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2.3 Teorema de Rouché—Frobenious 


Exemple: Discutiu la solució del sistema d'equacions 


3x b2y "z — 1 


x. —Hy — 
3 2 4 s n 
Com que A — ( qi ) tenim que Rg(A4) — 2 i, per tant, 
Re(A) — 2 € 3. Sistema compatible indeterminat (amb 1 grau de 
llibertat). 


Observació: Les equacions 3x "- 2y "- 4z — li x lb 4y — 2 
corresponen a plans de R3 que es creuen en una recta (1 grau de 
llibertat). 
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Figura: Dos plans de RS es tallen en una recta. 
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2.3 Resolució de sistemes 


Observació: Per a sistemes d'equacions lineales de baixa dimensió 
siempre podem utilitzar els mètodes tradicionals de reducció, 
igualació i substitució. Però què fem si el sistema té dimensions 
més grans7 

e Mètode de triangulació de Gauss. 

e Mètode de Cramer. 
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2.3 Resolució de sistemes. Mètode de Cramer 


Un sistema d'equacions lineals Ax — b és un sistema de Cramer si i 
només si: 

e nombre d'equacions — nombre d'incògnites 

o Det(A) Z 0 
Observació: Si un sistema és de Cramer, llavors és compatible. No 
tot sistema compatible és de Cramer, però podem transformar-lo 
en un que sigui de Cramer. 
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2.3 Resolució de sistemes. Mètode de Cramer 


La resolució d'un sistema de Cramer Ax — b es determina per: 


ai 812 ee Do eo din 
801 809 ee bo eo 80n 
ant ano eo Dn ee: am 
XS 
' det(4) 


És a dir, cada component x, de la solució és el resultat de dividir, 
pel determinant de la matriu A, el determinant de la matriu que 
resulta de substituir la columna i—èssima de la matriu A per la 
columna dels termes independents. 
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2.3 Resolució de sistemes. Mètode de Cramer 


Exemple: 


llavors 


Podem comprovar que Rg(A) — Rg(A) — 2. Per tant, el sistema 
és compatible indeterminat, però no és de Cramer, ja que 
n-S—3Zm- 2 cal arreglar-lo perquè sigui de Cramer. 
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2.3 Resolució de sistemes. Mètode de Cramer 


Continuació de l'exemple: 


X y DE 1 

2X y z SE 
Li 

È ve uz0 


Considerem aquesta matriu amb determinant diferent de zero com a matriu del 
nou sistema, i les components de la variable z les considerem com a termes 
independents. El "nou sistema" de Cramer serà: 


xX dby SS 1-—zZ 
2x by ES 2—Zz 
1—z 1 
2—z 1 — 1 
det(A) —1 
i 
1 1—z 
el 2 2—z Ec 
r det(A) ef 


Per tant, les solucions són: (1, —Z, Z) 
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2.3 Sistemes homogenis 


Un sistema d'equacions lineal és homogeni, si tots els seus termes 
independents són nuls. 


a11X1 Y a12Xo TF... ainxn  — 0 
201X1 F 222Xo HT... aonxn — 0 
am1X1 FH amoXo F ... amnxa — 0 


Observació: Tot sistema homogeni és compatible, ja que sempre té 
almenys la solució trivial Xi — Xo — 0 S Xn — 0. A més, 


e Si Rg(A) — Rg(A) — n, aquesta és l'única solució. 
e Si Re(A) — Re(A4) £ n, el sistema té infinites solucions. 
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Tema 3: L'ESPAI R" 


3.1 Operacions amb vectors 


Definim RP — ((x,...xXa) (xx, € RI. 


X2 X2 


vi 


pri i v/ i 
Xi Z ds 


xa) dl 


Figura: Visió geomètrica de v — (vi, vo) € RP i v — (m4, vo, m3) € R3 


Apunts de matemàtiques I. Cori Vilella 


3.1 Suma i producte per un escalar 


Siguin u, v € R", i sigui À € R (que anomenarem escalar). Definim 
les operacions: 
e uv -— (ui vi, Up T vo,..., Un Y vn) € R". S'anomena 
operació interna. 
e À-u-— (Xui,...,Àun). S'anomena operació externa. 


NI 


Figura: Visió geomètrica de la suma (de vectors) i producte per un 
escalar. El conjunt (R", H-,:) es denomina espai vectorial i, 
consequentment, els seus elements es denominen vectors. 
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3.2 Dependència i independència lineal de vectors 


Definició: Un conjunt de vectors fu4,... ut, u, € RT s'anomena 
un sistema de vectors. 


Definició: Direm que u, v € R" són vectors linealment dependents 
(LD) si existeix À € R tal que v — Àu (o u — Àv). Direm que són 
vectors linealment independents (LI) en cas contrari (és a dir, 

v £ Àu, per a tot À € R). 


Exemple: Els vectors u — (1, 2) i v — (—1, —3) són Ll, mentre que 
els vectors u — (—1,2) i v — (1, —2) són LD. 
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3.2 Combinació lineal de vectors 


Definició: Sigui (u4,..., Up) un sistema de vectors de R". Una 
combinació lineal del sistema consisteix a escollir A escalars 
arbitraris À4,..., Àn per a obtenir un nou vector: 


V— Aquy T... TH Agup € R' 
Exemple: Sigui fui, uot, amb u4 — (1,2,2) i uo — (2,3, —1). 


Llavors 
2u3 T 3u9 —uy Y V2us 


són dues combinacions lineals dels vectors u4 i Un. 
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3.2 Dependència lineal de vectors 


Definició: Sigui fu4,..., Up) un sistema de vectors. Direm que és 
un sistema linealment dependent LD si existeixen A escalars 
Ài,...,Àp, NO tots zero, tals que 


Aqui FT... HF ÀgUp EO 


(és a dir, la combinació lineal dóna el vector O ). 


Definició: Sigui fu1,..., Up) un sistema de vectors. Direm que és 
un sistema linealment independent Ll si l'única combinació lineal 
de R escalars À4,..., Àn tals que 


ÀqU3 TF... F ÀgUp EO 


és À/ — O pera tot i — 1,..., A 
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3.3 Sistemes de vectors generadors 


Definició: Sigui (u4,..., up) un sistema de vectors de R". 
Denotem per £ u4,...,Un X al conjunt de totes les combinacions 
lineals del sistema, és a dir: 


Ui, ..., UR D— (vEeRT VS Aqui Te... ST ÀgUp, Àj €RI 
Definició: Direm que fu4,..., upt, on u, € R", és un sistema (de 
vectors) generador de R" si € u4,..., Up DE R'. 


Exemple: El sistema (u1, Uo, u3), amb u4 — (1,2), uo — (2, 3)i 
u3 — (2,5), és un sistema generador de R2. 


Exemple: El sistema (u1, uo), amb u4 — (1,2) i uo — (—2, —4), no 
és un sistema generador de R2. 
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3.4 Bases i dimensió d'un espai vectorial 


Definició: Un sistema de vectors de R" direm que és una base de 
R" si és Ll i és generador de R". 


Proposició: Un sistema de vectors fu4,..., upt, on ujç € R", és una 
base si i només si A — n, i és un sistema Ll. 


Definició: Direm doncs que n és la dimensió de R" (el nombre 
mínim de vectors Ll que calen perquè el sistema sigui generador). 


Observació: Existeixen infinites bases diferents, però totes tenen el 
mateix nombre de vectors. 


Apunts de matemàtiques I. Cori Vilella 


3.4 Bases i dimensió d'un espai vectorial 


Exemple: El sistema (0, 2, 3), (—1, —2, O), (0, O, 1)) és una base 
de R3. 


Exemple: El sistema 4(1, 0, 0), (O, 1, 0), (O, O, 1)) és una base de 
RS. S'anomena base canònica i s'escriu fes, eo, es). 


Teorema: Sigui (u1,..., nt una base de R". Tot vector de R" 
s'escriu de manera única com a combinació lineal del sistema. És a 
dir, per a tot v € R" existeix una única n-tupla d'escalars 

Ài,..., Àn tal que 


VS Aqui TF... F ÀnUn 


D'aquesta n-tupla se'n diu coordenada del vector v en la base 
fu, xa 84 unt. 
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3.5 Dependència lineal i rang d'una matriu 


Teorema: Sigui (u1,..., up) vectors de R". Sigui A la matriu 
formada pels vectors en columnes (o files). Llavors Rg(A) — m si i 
només si el sistema té com a màxim m vectors Ll. A més el menor 
que determina el rang forma un sistema de m vectors Ll. 
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3.5 Determinants i bases de R" 


Teorema: Un sistema de n vectors de R" és base si i només si el 
determinant de la matriu que formen (normalment s'escriuen els 
vectors en columnes) és diferent de zero. 


Exemple: El sistema 4(1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9)Y no és una base de 
RS, ja que 


1 
2 — 45 4964-84 — (105 4. 72 448) — 0 
3 


Los Se 
o CO HN 
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3.5 Determinants i bases de R" 


Observació: Hem vist que els determinants (que només s'apliquen 
a les matrius quadradesi) permeten comptar vectors linealment 
independents (quan hi ha tants vectors com dimensió). 


Observació: i Es pot estendre aquesta noció7 És a dir, si tenim A 
vectors de R" j podrem saber quin és el nombre màxim de vectors 
LI2 ij Podrem obtenir un subconjunt amb aquest nombre màxim7 
L'eina per poder respondre aquestes preguntes és el que coneixem 
com a rang d'una matriu. 
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3.6 Producte escalar de vectors 


Definició: Direm poducte escalar de vectors u i v, on 
us (u,...,Un) € R', v S (vi,...,vn)E R'a 
XU, V DS UiVv4 F Uo vo Y :iee $È UnVn 


Exemple: Donats u — (1, 2, 3), v — (3,1, —1), 
Cuvos1342143(-1)-2 
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3.( Normai distància 


Definició: Direm norma d'un vector u — (u4,...,un) € R' i es 
representa per ÍJ u lj al valor: 


hu Veuus — ajut xuó ... u2 


Definició: Direm que un vector u € R'" és unitari, si JJ u (— 1. 


Exemple: Donat u — (1,3), JJ u I y1 9 — y10. 
Donat v — (0, 1,0, 0), (JJ v l- VO 1--0--0- 1 és un vector 
unitari. 


Definició: Definim distància entre dos vectors u i v de R" com a 
d(u,v) —llu— v J.. 
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3.8 Base ortogonal I 


Definició: Donats dos vectors u i v de R" Y (0t. Direm que ui v 
són ortogonals o perpendiculars (L) si i només si £ u, v S— 0. 


Exemple: Donats fu — (1,1), v — (1,034, £ uv o 1 £ 0, per 
tant, no són perpendiculars. 

Donats u — (1,1), v — (1, —1), € u,v X— 0 i per tant, són 
vectors perpendiculars. 


Definició: Un sistema de vectors f(vi,..., vnt de R" és una base 
ortogonal de R" si i només si són base i són ortogonals dos a dos. 


Exemple: ((1, —1, 0), (1,1,0), (0,0,1)Y és una base ortogonal de 
R.. 


Exemple: Í(1,3), (2, —1)1 és una base de R2 però no és una base 
ortogonal. 
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: Anàlisi real 
FUNCIÓ REAL DE VARIABLE REAL 


, nombres reals 


Els nombres es classifiquen de la seguent forma: 


NCZCQCR 
g Els nombres NS 40 LL 2 Beat 
g Els nombres 2 1...,—3, —2, —1,0,1,2,3,...l 
g Els nombres (ES ls lp,q € Z q £ O), (admeten 
una representació decimal finita o periòdica). 
Qg Els nombres : Són el conjunt R — Q UI, on I són els 
anomenats nombres (aquells que tenen una 


representació decimal infinita no periòdica). Per exemple, 
(V2- 1.41421..., m— 3.141592..., e — 2.7183...) 


Així, doncs, R coincideix amb tots els nombres que tenen expressió 
decimal (finita o infinita). 


4.1 (L'àlgebra dels) nombres reals 


Siguin a, b € R. Siguin n, m € N. 


oa tbeE 

eaxbER 

eo a/bE R, bZO0 
mai 

e al — ax... xX a (n cops) 
e at — gn gn 

o at M— ala TN — Z 


a"/m i (/an Es (242 — V2) 
(ab) — a" b' però ((a Y b)T Z a" -- b") 


e 
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4.2 La recta real 


Els nombres reals es representen amb una recta, d'aquesta recta 
se'n diu recta real. 


— oo i 0,0) 


—l1 0 1 


Figura: La recta real. 


Sabem que x £ y si i només si x és més a l'esquerra que y en la 
recta real. l també sabem que d(x, y) és la longitud del segment 
que uneix x amb y. 
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4.2 La recta real. Intervals i entorns 


Els intervals i els entorns són subconjunts dels nombres reals del 
tipus seguent: 

e Interval tancat: (a, bl— Íxe Rlasxebt 

e Interval obert: (a, b)— Íx E Rlasxeb) 

e Entorn: E(a,r) — fx € RJ d(íx,a):—ix—al er 


im Xa xo 0: 
dx, xo. 
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4.2 La recta real. Intervals i entorns 


— —————e—-—-----—-— ——O 


a b a b 


(a) Interval tancat: (a, BJ (b) Interval obert: (a, D) 


— o ————————— O 


a a 
(c) Interval tancat: Ja, co) (d) Interval obert: (a, co) 
—ls 
——- 
a 


(e) Entorn (obert): E(a, r) 
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4.3 Funcions d'una variable real. Introducció 


, No / f 
/ EN Ec 
j h 
X P 
Lu dd L 
- I La NJ 
(8) S()— ns (b) S(r, h) — 2r — 2rrh 


Figura: La superfície d'un cercle és una funció del radi. La superfície d'un 
cilindre és una funció del radi i de l'alçada. 
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4.3 Funcions d'una variable real 


Una funció f : A — B és una correspondència que assigna a cada 
element a € A un (i només un) element del conjunt B, que 
denotem per mitjà de f (a). Es diu que f (a) és la imatge de a per 
f. 


Si AC Ri B — R diem que f és una funció real de variable real. 
f: ACR—R 


El conjunt A, on té sentit la funció, s'anomena domini de f. És a 
dir, A— fx € RJ 1 f(x)i. 
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4.3 Funcions d'una variable real 


Per exemple, una expressió concreta d'una funció f: AC R — R 
és: 
Ex Ex El o yEex xo 


de forma que la imatge d'un nombre real qualsevol x és un nombre 
real que denotem per mitjà de f(x) o també per mitjà de y. 


x-—10 — f(10)—10 -10-—1-—III 
xeh  f(hN-chehei 


XS 33h R2. —oO f(8h 2) — ... exercici 
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4.4 Funcions d'una variable real. Gràfica 


Figura: La gràfica d'una funció ens permet veure, en un mateix dibuix, el 
domini de la funció (eix d'abscisses, X) i les imatges (eix d'ordenades, 
Y). Ens dóna molta informació sobre el comportament de la funció en 
tot el seu domini. 
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4.4 Funcions d'una variable real. Gràfica 


Figura: La corba d'aquest dibuix no pot ser la gràfica d'una funció, ja 
que hi hauria punts amb més d'una imatge. 
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4.5 Funcions elementals. Funcions lineals 


La seva expressió general és y — ax -- b, a, b € R, i el domini és 


tot R. 
Y Y 
Ps 
La 
d se 1 
N 
() yz ax b (i) y — ex hd 


Figura: (i) pendent positiu, (ii) pendent negatiu. 
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4.5 Funcions elementals. Funcions lineals 


Recordeu que quan resolem sistemes d'equacions lineals 


3xb-y-—I1 

2x —y — 10 
el que fem és trobar la intersecció de dues rectes al pla. Així, 
només hi ha tres casos: 


e Sistema compatible determinat (una solució). Són rectes 
transversals. 


e Sistema compatible indeterminat (infinites solucions). Són la 
mateixa recta. 


e Sistema incompatible (cap solució). Són rectes paralleles. 
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4.5 Funcions elementals. Funcions polinomials 


La seva expressió general és 
VE anxt dan ax i-b...aix-t ag, a €R, no 1 


i el domini és tot R. 


Si n — 2, tenim el cas quadràtic. La seva expressió general és 
pegx db ve ss 0 

Els talls de la seva gràfica amb l'eix d'abscisses (és a dir, els zeros 
o arrels) són les solucions de l'equació ax" 4 bx 4 c — 0. 


a (- dB —dac), si b. — 4ac S 0, 
—b si b' — 4ac — 0, 
si bi — 4ac 2 0. 
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4.5 Funcions elementals. Funcions polinomials 


quadràtiques 


La gràfica d'un polinomi de segon grau és una paràbola. 
Considerem a S 0. 


yEexX—x—2 yE(x—1) yEsxX Ll 


d / 


(a) bi —4ac SO (b) bi —4ac — 0 (c) bi —4ac SO 


Apunts de matemàtiques I. Cori Vilella 


4.5 Funcions elementals. Funcions racionals 


La seva expressió general és 
X : hi 
ys R(x)-— ——, on P, Q polinomis 
X 


El domini és D(R(x)) — RX fzeros de Qi. 


un 


Figura: La gràfica de la funció racional y — 1. 
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4.5 Funcions elementals. La funció arrel quadrada 


La seva expressió és y — H-yx i y — —yx (té dues branques) i el 


seu domini són els reals positius: JO, oo). Cada una de les funcions 


és una branca de la funció inversa de y — X". 


Figura: En vermell y — HX i en verd y — —yx. 
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4.5 Funcions elementals. Funció valor absolut 


La seva expressió és 


PEL 
—X, XX 0. 


El seu domini és R. l la seva gràfica és 


Figura: La gràfica de la funció valor absolut. En el punt x — O la funció 
hi té un colze. 
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4.5 Funcions elementals. Funcions trigonomètriques 


S he — s2 EE c2 
0 902 
ds sing — 3 — Soposat 
cosó— fi — cegues 
Pe P neda Posa 
lec A I cos8 — c.contigu 
c 


Figura: Les funcions trigonomètriques bàsiques definides per a tot 
6 € (0, 27). 
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4.5 Funcions elementals. Funcions trigonomètriques i 


fórmules trigonomètriques 


sin2 8 4 cos28 — 1 
sin(20) — 2sin 8 cos 0 


cos(28) — cos2 8 — sin2 8 
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4.5 Funcions elementals. Funcions trigonomètriques i 
angles 


1800- 00 — 3600 
graus / Ba al 
/ 2700 1radzx 570 
ç rad — 300 
0 m/2 27 rad — 3600 
Xg das € 8 
N I Li 
Ni, /0: 
Ed er qe d. OS 2n 
Sils DA 
37/2 


Figura: Les unitats dels angles. 


Apunts de matemàtiques I. Cori Vilella 


4.5 Funcions elementals. Funcions trigonomètriques i 


angles 


OlL m/6 J m/4 Jo m/3 lm/2) a i 3m/2) 27 
sin (01 1/2 ( 1/2) v3/2J) 1 ol -1 Jo 
cos (1 14/3/21 1/4/2/1 1/2 J 0 1) 0 1 
tan 101 1/V3) 1 V3 Tl oo 10 Il —oo JO 
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4.5 Funcions elementals. Gràfica de les funcions 


trigonomètriques 


A, ML 


1 


É V l I Ly 


(a) sin(x) (b) cos(x) (ce) cos(x) — i 


sin(x) 
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4.5 Funcions elementals. Funcions trigonomètriques i 


periodicitat 


(e) sin(x), x € (0, 27) (P) sin(x), x € (0, 4r) 


Les funcions sin(x), cos(x) i tan(x) són funcions periòdiques (de 
període 27). 


sin(x $ 2r) — sin(x) Vx € R 
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4.5 Funcions elementals. (Altres) funcions 


trigonomètriques 


— ce ad 
sec xX — CSC X — Snx) 


cos x 
arcsin(x)-y £ siny-—x 
arccos(x) —y £ o Ccosy — X 


arctan(x) o y SS tany-—x 
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4.5 Funcions elementals. La funció exponencial 


Ja sabem que si a € R llavors a" — a X ... X a, m vegades. 
També sabem que si a € R, a X 0, llavors aP/4 — X/aP. Però 
iquan val, per exemple, aV27 

Sigui a X 0. Definim y — a" (on x € R) com la funció 
exponencial. El seu domini és R i la seva gràfica és: 


()y—a,a)xIl (hHyz-a,gozacl 
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X 


4.5 Funcions elementals. La funció exponencial f(x) — e 


Recordem que (a X Oi x € R): 
sa SO dot 


e (a) — ao, a Y-— 3 


Per moltes raons, el cas a — e (per tant, la funció y — e") és la 
funció exponencial més important. 
Recordem que e — 2./18281... 
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4.5 Funcions elementals. Funció logaritme 


La seva expressió general és y — logax, a X 0 i compleix que: 


y ES log EE x-—aAx 


Per tant, és clar que el seu domini és RT (x — O no és del domini). 
El cas a — e s'anomena logaritme neperià. S'escriu y — Inx, i la 
seva gràfica és: 


(y-inx US 
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4.5 Funcions elementals. Propietats de la funció logaritme 


Les propietats del logaritme són heretades de la seva relació amb la 
funció exponencial. 

In(xy) — Inx In y 

In(x/y) — Inx — In y 

In(X) — ylnx (alertall In(€x) £ In" x) 


Ineí — x, Ine — 1, iInl1 — 0 
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4.6 Operacions amb funcions 


e Producte: (f : g)(x) — f(x) : g(x) 
D(f 8) — D(A) NI D(8) 


e Quocient: (f/g)(x) — he 


D(f/g) — D (f) 1 D(8)X ( zeros de g) 
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4.( Operacions amb funcions 


e Composició de funcions: (f o g)(x) — f(g(x)). 


Siguin f : A— Ri g : B — R. Suposem que g(B) C A. 
La composició de f amb g és la funció h — f o g : B — R definida 
per 


h(x) — (f o 8)(x) — f(8(3) 
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4.6 Operacions amb funcions 


Mirant la definició de la composició queda clar que no es tracta 
d'una operació commutativa. Veiem-ho amb un exemple: 
Siguin f(x) — x" i g(x) — el. Llavors: 
o (F08)09 — f8(0) — FE) — (ep — En 
2 
e (80 f(x) — 8(f(x)) — gi) — el 


Si denotem per hi(x) — (f o g)(x) i per ho(x) — (8 o f)(x), tenim 


que: 
o hi(3) — el 
LJ ho(3) z— e 


Per tant, hm (3) £ ho(3). 
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4.€ Límits i continuitat 


Definició: Sigui f : A C R — R i sigui xg € A. Diem que L € R és 
el límit (de f ) quan x tendeix a xo, Si f(x) tendeixen a L quan x 
tendeix a xg. Escrivim: 


im f(x) — L 


X—Xo 


Com que tenim dues formes per acostar-nos (dins de la recta real) 
a XS xq, parlem de límits laterals (x — Ri vol dir que x S xg): 


im FJ L 8 lim f()— lim f(x) — L 


xX—Xo X—Xg xoxg 
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4.€ Límits i continuitat 


Y 
graf(f) le 
I f(X0) Gol e 
ú ) h 
Ro N—X 
a a 
A 
im f(x) £ f (0) 
X—Xg 


Figura: Per a aquesta funció no existeix el límit (global), ja que els límits 
laterals no coincideixen. 
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4.€ Límits i continuitat 


Si volem estudiar el comportament d'una funció f per a valors de x 
arbitràriament grans (si el domini ho permet), estudiarem els 
seguents límits: 

lim f(x) ioolim f(x) 


X—oo X——oo 
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4.€ Límits i continuitat 


L'aritmètica de l'infinit: 


1 1 
00 F 00 — 00, CO X CO — OO, — —(), — — QQ 
00 0 
lles indeterminacions 
Co 0 
—, —, 00 — OO, 0 X oo, 1, 0. 008, 
Co 0 
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4.( Límits i continuitat 


. 2 
im EH — Do 


— SO im xinx — 0 x (—oo 0 
x—oo X Do x—ot ) 
1 
im LS LD —O0 lim xex — 0 X 00 — 00 
x—oo XP HI 00 x—oT 
im yx—x oo —oo — —oo 
X— OO 


X— oo 


im vVxbLil—x—oo—oo— 0 
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4.€ Límits i continuitat 


Definició: Sigui f : A C R — R i sigui xg € A. Diem que f és 
continua en xg Si 
lim f(x) — f(x0) 


X—XQ 
Diem que f és contínua en A si és contínua en tot punt de A. 
Observació: Les funcions que hem estudiat (polinòmiques, 


racionals, trigonomètriques, exponencials i logarítmiques) són 
funcions contínues (en els seus corresponents dominis). 


Observació: La suma, el producte, el quocient i la composició de 
funcions contínues són també funcions contínues (allà on estiguin 
definides). 
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4.€ Límits i continuitat 


e La funció f(x) — vx2 "- 1 és contínua a tot R. 


e La funció f(x) — x - sin(In(x)) és contínua a RT. 


EE 1-—x E P: Ed 
e La funció f(x) — 4j In (2) és contínua a....exercici. 
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4.( Límits i continuitat. Tipus de discontinuitats 


(a) Evitable. (b) Salt. (c) Asimptòtica. 
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4.8 Teorema de Bolzano 


Teorema de Bolzano: Donada una funció f : R — R contínua en 
fa, bl i f(a)f(b) € O, llavors existeix un a: € (a, b) tal que 
f(a) — 0. 


Apliquem el teorema de Bolzano per localitzar solucions 
d'equacions. 


Exercici: Proveu que l'equació x27 — 1 té almenys una solució 
positiva menor que 1. 
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4.9 Teorema de VVeierstrass 


Teorema de VVeierstrass: Donada una funció f : R — R contínua 
en (a, b), llavors f(x) té un màxim i un mínim absolut en fa, BJ. 


És a dir, existeixen ay i av € (a, b) tals que 
F(a1) S f(x) S f(a2), VYx € la, bJ 
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4.10 Noció de derivada. Interpretació geomètrica I 


Y 
yS f(x) 
f(x) 
A(y) 
FÇo) En 
Es ea A(x) 
X 
XQ xi 
F(xo):— lim El — lim ds 


A(x)—0 
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XI —Xo 


4.10 Noció de derivada. Interpretació geomètrica II 


Figura: La derivada de f en un punt x — xg, és a dir f'(xg), és el pendent 
de la recta tangent a la corba y — f(x) en xy. 
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- 4.10 Derivació (interpretació geomètrica III) 


Questió:i Quina és l'equació de la recta tangent a la corba 
y S f(x) en el punt x — xg2 

Q El seu pendent és m — f'(xp). 

QS Ha de passar pel punt (xo, f (x0)). 


Exercici: L'equació de la recta tangent és 


y — f(x) $ f(0)(x — x0) 
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4.10 Noció (formal) de derivada 


Definició: Sigui f : A C R — R, A obert, i sigui xy € A. Diem que 
f és derivable en xg, i escrivim f'(xo), Si existeix el límit 


im 00— fC0) 


xo X—XQ 


Definició: Sigui f : A C R — R, A obert. Diem que f és derivable 
en A, i escrivim f'(x), x € A, si és derivable en tot punt de A. 
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4.10 Noció de derivada. Derivació i continuitat 


Teorema: Si una funció és derivable en un punt xg, llavors és 
contínua en aquest punt. Es a dir, 


SS im f(x) — f(x). 


X—Xo X—XQ xX—Xo 


Observació: El recíproc no és cert. La funció f(x) — ix) és 
contínua en tot punt del domini, R, però no és derivable en x — Q 
(si ho és en tot altre punt). 


YO 9 -ix 
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4.10 Funcions derivables. Regles de derivació 


Observació: Les funcions que hem estudiat (polinòmiques, 
racionals, trigonomètriques, exponencials i logarítmiques) són 
funcions derivables (en els seus corresponents dominis) i les seves 
derivades són: 


f(x) —a, a€ R Px)es o 
f(x) - xò, qcR ti aa 
f(x) — al f(x) —Ina a 
f(x — Inx Pe 


X 
I 
al 
Q 
vn 
X 


X 


o cos2x 


xX 
I 
— 

e TF 
ct 
o 
5 
RN 
xX 


X 


h 
ns o RO 
Le ————————-— 
al 
el 
vn 
: x 
he 
—-—í— a a as 
L—-—eí——í——————— 
n 
5 
X 


a 
— arCCOS X f 
a 


retan x f 


X 
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4.10 Funcions derivables. Regles de derivació 


Observació: La suma, el producte, el quocient i la composició de 
funcions derivables són també funcions derivables (allà on estiguin 
definides). Siguin f i g derivables en A. 


0 (F £ 8) (0) — f(x) £ £'(x) 


o (É 8) (03 — f'(8(x) Y HL9)g'(x) 
0 (/8t tg DD DES), ea) 0 
e (f o 8g)'(x) — f'(8(x)) g'(x) (regla de la cadena). 
Exemple: 
/ 1 
(In (tan (1 1x))) ES TA) X (lA tant (1 1 x1)) x 2x 
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4.10 Funcions derivables. Regles de derivació 


Qúestió:iCom es calcula la derivada de la funció h(x) — f(x)80072 


Exemple: Calculem la derivada de h(x) — xò tO. Primer observem 
que In (A(x)) — sin(x)In(x). Si derivem als dos costats tindrem 


TE h'(x) — cos(x)In(x) Y Lsin(a) 


I, per tant, 


HX) — (costa In(x) esit),) xin(x) 
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4.10 Funcions derivables. Derivades successives 


Ja sabem que, si f(x) és derivable, podrem calcular f'(x). De la 
mateixa forma, si f'(x) també es derivable, podrem repetir el 
procés i calcular (f')'(x). Ho denotem per 


(9 1 (FE 
Exemple: Si f(x) — xe", llavors f'(x) — e"(x — 1) i, per tant, 
f(x) — ex 2). 


En general escrivim f(7)(x), quan calculem la derivada n-èsima de 
Ll 


Exercici: Si f(x) — xe", calculeu f(0(X), nX 1. 
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4.10 Aplicacions de la derivada. La regla de l'Hòpital a 


Teorema de l'Hópital: Siguin f, g : R — R funcions derivables. 


Suposem que 


i AE BD XX) GO 
o lm ————— Q limi — — 
xex g(x) 0 xex g(x) 00 
/ 
e Existeix el límit: lim Le) 
X—Xo 8'(x) 
/ 
Llavors: lim Lis dE lim dis 
X—Xo 8(x) X—Xo 8'(x) 
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4.10 Aplicacions de la derivada. La regla de l'Hòpital. 


Exemple: Calculeu 


Apliquem l'Hòpital: 


lo o) 
im o —— lim — ES — 
x—oo e x—oo ex CO 
Un altre cop: 
x2 . 
im o —— dim — — lim ——O0 
x—oo e x—oo ex x—oo ex 
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4.10 Aplicacions de la derivada. Elasticitat d'una funció 


Esf(xo) — f(x) 


Tipus d'elasticitat: 
e Elasticitat unitària S lEsf(xo)l — 1. 
e Elasticitat rígida o inelàstica S lEsf(xo)l € 1. 
e Elasticitat elàstica € lExf(xo)l X 1. 


Exercici: Donada la funció f(x) — et V bx, comproveu que 
Esf(x) — ax 4 i. 
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4.11 Aplicacions de la derivada. Intervals de creixement 


Definició: Diem que f és creixent en un interval Í si: quan x, y € Í 
amb x € y, llavors f(x) € f(y). Diem que f és decreixent en un 
interval Í si: quan x, y € l amb x € y, llavors f(x) Z f(y). 


Teorema: Sigui f derivable en /. Llavors 


e f és creixent en Í si i només si f'(x) X O per a tot x € I. 
e f és decreixent en Í si i només si f'(x) £ O pera tot x € I. 


e f és constant en Í si i només si f'(x) £ O per a tot x € I. 
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4.11 Aplicacions de la derivada. Intervals de creixement 


Exemple: Calculeu els intervals de creixement i decreixement de la 


funció f(x) — Xè — x. 


La derivada és f'(x) — 3x2 — 1. Per tant, si resolem 3x2 — 1 — 0, 
obtindrem x — H4/1/3. En consequència: 


e (—oo, —y/1/3) creix. 
o (—4/1/3, /1/3) decreix. 
o (/1/3,00) creix. 
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4.11 Aplicacions de la derivada. Intervals de creixement 


3 


Figura: Gràfica de la funció f(x) — XÍ — x. 


Apunts de matemàtiques I. Cori Vilella 


4.11 Aplicacions de la derivada. Màxims i mínims relatius 


o locals 


Definició: Sigui f : AC R — R i sigui xo € A. Diem que xy és un 
màxim local de f en A, si existeix r X O tal que f(x) € f(xg) per a 
tot x € E(xo, r). 

Definició: Sigui f : A C R — R i sigui xg € A. Diem que xy és un 
mínim local de f en A, si existeix r X O tal que f(x) Ç f (xo) per a 
tot x € E(xy, r). 

Definició: Els màxims i mínims locals els anomenem extrems locals. 


Observació: Alertal La noció de màxim i mínim local no requereix 
que la funció sigui derivable (ni tan sols contínua). 
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4.11 Aplicacions de la derivada. Màxims i mínims 


Definició: Sigui f : A C R — R derivable en A, i sigui xy € A. 
Diem que xy és un punt crític si f'(xg) — O. 


Teorema (condicions de primer ordre o necessàries): Sigui 
f: AC R — R derivable en A. Si xg és un extrem local de f en A, 
llavors f'(xo) — 0. El recíproc no és cert. 
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4.11 Aplicacions de la derivada. Màxims i mínims 


Teorema (condicions de segon ordre o suficients): Sigui 

f: AC R — R n vegades derivable en A, i sigui xo € A tal que 
f'(xo) — 0. Suposem que f(x) — ::: — f(x) — Oi 

fU (xo) £ O per algun n X 2. Llavors 


e Si n és parell, llavors 
e si f(x) XS 0, xg és un mínim local. 
o si f(x) € 0, xg és un màxim local. 
e Si n és senar, llavors xo no és un extrem local i s'anomena un 
punt d'inflexió. 


Observació: Si f'(xg) £ O però f"(xo) — O, també direm que xg és 
un punt d'inflexió (com veurem, és un punt on la funció passa de 
còncava a convexa o viceversa). 
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4.12 Aplicacions de la derivada. La gràfica d'una funció 


Exemple: Volem estudiar la gràfica de la funció f(x) — xe". 
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4.12 Aplicacions de la derivada. La gràfica d'una funció 


Domini: Tots els reals. A més a més f(x) X O, si x X 0, i 
f(x) € 0, si x € O (l'únic tall amb els eixos és el punt (0, 0)). 


Màxims i mínims. Creixement i decreixement: 
f(x) — et(x-- 1). Per tant, x — —1 és l'únic possible extrem local 
de f. A més a més: 

e f' x O en (—oo, —1) S f decreix en (—oo, —1). 

e fi X 0 en (—1, 00) S f creix en (—1, oo). 


El punt x — —1 és un mínim local. Alternativament, com que 
f(x) — et(x 2), llavors f'(—1) — el 5 O. 
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4.12 Aplicacions de la derivada. La gràfica d'una funció 


Límits infinits: 


lim xel — oo xoo — oo — lim xei — (—oo)x 0 — —0 
X—oOo X——oo 


on el segon límit surt aplicant Hòpital (exercici). Diem que x — 0 
és una asímptota horitzontal de f. 
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4.12 Aplicacions de la derivada. La gràfica d'una funció 


Concavitat i convexitat: Sigui f : l C R — R dues vegades 
derivable en /. Direm que és convexa, si f(x) X O per a tot x € I. 
Si f(x) £ O per a tot x € l, direm que f és còncava. Un punt 
d'inflexió és un punt on la funció passa de còncava a convexa (o 
viceversa). 


Recordem que f(x) — el(x "- 2). 
e fT x O en (—oo, —2) S f és còncava en (—oo, —2) 
e f" LS Q en (—2, 00) S f és convexa en (—2, 00) 


e x — —2 és un punt d'inflexió 
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Tema 5: INTEGRACIÓ 


5.1 Teorema fonamental del càlcul (regla de Barrovv) 


Teorema (fonamental del càlcul, regla de Barrovv): Sigui f una 
funció contínua en (a, bJ. Llavors, 


b 
a-/ f(x) dx — F(b) — F(a) 
on FO — f(x 
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5.1 Teorema fonamental del càlcul 


4 3 
Calculem / x2 dx. Sabem que F(x) — - és una funció tal que 


1 
F'— f. Per tant 


3 
Certament si haguéssim agafat G(x) — - d- 10 que també 


compleix G" — f tindríem 


4 43 13 
/ x dx — (3:10) EE (3:10) — 21. 
R 3 3 
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5.2 Càlcul de primitives 


Definició: Anomenem primitiva de f a una funció F tal que 
F'(x) — f(x) i escrivim 


sense límits d'integració. D'això se'n diu integral indefinida, i, tal 
com mostra la igualtat, el seu resultat és una funció (tal que 

F' — f). Així diem que integrar no és res més que l'operació 
inversa de derivar. 


Quan posem límits d'integració, de la integral 


l i f(x) dx 


se'n diu integral definida i el seu resultat és un nombre (que quan 
f X 0 és l'àrea sota la corba y — f(x)). 
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5.2 Càlcul de primitives 


Observació: La propietat fonamental que defineix la funció F és 
que F'(x) — f(x). Per tant, està definida excepte constant. Es a 
dir, si F és primitiva de f, llavors F "- c, c € R també. 


Si f(x) — et, és clar que F(x) — e" és una primitiva, però 
F(x) — el "1, també. 
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5.3 Càlcul de primitives. Integrals immediates 


f(x) sa, a€R F(x)-— ax dc 
f(x) - xò, ac€R F(x) Era xetH Lç 
dE F(x) — Inixl ce 
Fix) se" F(x) set bc 

f(x) — sinx F(x)-—cosx bc 
f(x) — cosx F(x) — sinx bc 
dt re F(x) — arctanx 4 c 
XS as F(x) — arcsinx HC 
CS F(x)s yx ic 
ECO SEC) de — J fa) dx EC) de 
Feta) de— ef rx) dx 
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5.4 Càlcul de primitives. Integració per parts 


Per resoldre aquest tipus d'integrals, aplicarem la fórmula seguent: 


f red8'e9 ax— redeea— Í f'edeea ax 


Si f redeea dx és coneguda, podrem obtenir / f()g'(x) dx 


usant la igualtat anterior. 
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5.4 Càlcul de primitives. Integració per parts 


/ F08'(2) de — f()g(x) — Li F(dg(x) dx 
Exemple 1: / xe" dx 


Hi apliquem la igualtat anterior amb f(x 


— X (per tant, 
f(x) — 1) i g'(x) — e" (per tant, g(x) — e"). 


Fe fxetan-xet— fet an rere 
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5.4 Càlcul de primitives. Integració per parts 


/ F(08'(2) de — f()g(x) — Li F(dg(x) dx 
Exemple 2: f Inx dx 


Hi apliquem la igualtat anterior amb f(x) — In x (per tant, 
f(x) — 1/x)i g'(x) — 1 (per tant, g(x) — x). 


Fe) — finxax-xina— fxi dx — x(Inx — 1) c 
X 
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5.4 Càlcul de primitives. Integració per parts 


3 FC08'(23) dx — f()g(x) — / F(g(x) dx 
Exemple 3: / el sinx dx 


Hi apliquem la igualtat anterior amb f(x) — sin x (per tant, 
f(x) — cosx) i g'(x) — et (per tant, g(x) — e"). 


fes dr— elsinx— f elcosx dx 


Hem de resoldre la nova integral (altre cop parts f(x) — cosx i 
g'(x) — es) 


foc dx — elcosx 4. f etsinx dx 
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5.4 Càlcul de primitives. Integració per parts 


Substituint la segona igualtat en la primera, tenim: 


feina dx — el sinx — (ecosxa fetsnx a) 


lara, aillant / el sinx dx de l'equació, resulta: 


a fes dx — el (sinx — cos x) 
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5.5 Integrals definides i càlcul d'àrees 


Exemple: Calculem: 


2 

X 

— dx 
JL 


Primer calculem una primitiva qualsevol (ja ho hem fet abans per a 
aquest cas). Noteu que agafarem c — 0. 


l ara farem: 


Ex 4 
0 
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5.5 Integrals definides i càlcul d'àrees 


Observació: Tal com hem anat veient, una de les aplicacions 
bàsiques del càlcul integral és el càlcul de l'àrea sota una corba. 
Sempre hem suposat que, en l'interval fa, BI, la funció f era 
positiva (o zero). Si no és així, la fórmula del càlcul de l'àrea 
delimita per una corba y — f(x) en l'interval (a, bJ és 


b 
Ar -Í If(x)l dx 
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5.6 Integrals definides i càlcul d'àrees 


Si tenim dues funcions y — f(x) i y — g(x) definides en (a, bl i 
volem calcular l'àrea entre ambdues corbes, haurem de fer: 


me Í FC) — 8(0I dx 
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